Lycée La Martiniére Monplaisir PT 2025-2026

Devoir Maison 3
Pour le 3 novembre 2025

Exercice 1
(D’aprés Ecricome 2020)

Soit (un)n>0 une suite de réels. Si la série numérique de terme général u,, converge, on dit qu’elle converge a l'ordre 1 et
on note alors (R1,,)n>0 la suite de restes de cette série, autrement dit

“+o0
Vn eN, Ry, = Z Uy
k=n-+1

Si & nouveau la série de terme général R, ,, converge, on dit que la série E uy, converge a l'ordre 2 et on note Ry, la
n=0
suite de reste de cette série, autrement dit

—+oo
Vn € N, R2_’n = Z Rl,k
k=n-+1
Plus généralement, pour tout entier p > 2, si la série de terme général R,_; , converge, on dit que la série Z U, converge

n=0
a Pordre p et on note alors (R, ,,)nen la suite de restes de cette série :

“+o0
Rpn = § Rp_1k
k=n+1

On peut noter : pour tout n € N, Ry, = u, Le but de cet exercice est d’étudier, sur certains exemples, I'ordre de la
convergence de la série de terme général u,,.

1. Soit o € R. On considere, dans cette question seulement, que, pour tout n € N*, u,, = —

(a) Rappeler la condition nécessaire et suffisante sous laquelle E U, converge.
n>=1

On se place désormais sous cette condition.

k+1 k
1 1 1

/ —dt < — < / —dt
koot ke k-1 t¢

(b) Pour tout entier k > 2, justifier que

(¢) En déduire que, pour tout n > 1

1 1 R 1 1
a—1(n+ 1)1 570" S 1 pa-l
(d) En déduire que
1
1,n

n—stoo (a — 1)na—1

(e) Sous quelle condition nécessaire et suffisante sur « la série E Uy, converge-t-elle a l'ordre 27
n>1
(f) Conjecturer & quel ordre la série E Uy converge.

n>1

2. On considere, dans cette question seulement, que, pour tout n € N*, u,, = —
n
(a) Montrer que la série E Uy, converge.
n>1
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(b) Montrer que, pour tout k > 3, uj < 35 puis en déduire que, pour tout n > 2

1
0< Ry <
Ln X9 3n

(¢) En déduire que la série Z Uy, converge a l'ordre 2 et que, pour tout n > 1
n=1

1
4.3n

O<R2n<

)

(d) Montrer que, pour tout p > 2, la série Z uy, converge a l'ordre p et que, pour tout n > 1
n>1

1
0< Ry < 9 3n
(e) La série Z Ry, converge-t-elle ?
n>1
(="

3. On consideére, dans cette question seulement, que, pour tout n € N, u,, = )
n

(a) Montrer que la série Z Uy, CONVErge.
n>=0
(b) Montrer que

1 n

dt=0

lim
n—+oo Jo 141

1 1
(¢) Soit N € N, en remarquant que, pour tout k € N, Pl = / t* d¢, montrer que
0

_t)NJrl

1 Ly
E:un: At | L ar
o 1+t o 1+t

(d) En déduire que, pour tout n > 0

R _ /1 (_t)n+1 &
1,n o 1 Tt

(e) Montrer par récurrence que, pour tout entier p > 1, la série Z u, converge a ’ordre p et que, pour tout n > 0
n=0

1 n+
_)ntp
Ry, = / 07
o (1+1)P
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